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MECANICA CUANTICA
Los fallos de la Fisica Clasica.
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Repaso de vectores
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El estado de un sistema en Fisica Clasica

1. Particula clasica: su estado
gueda determinado a partir
de su posicion y su cantidad
de movimiento.

2. Ambas magnitudes tienen
valores precisos, bien
definidos en cada instante de
tiempo.

3. Siempre es posible, al
menos en principio, medir
ambos valores sin perturbar
apreciablemente el sistema.

4. Conociendo las fuerzas que
actuan sobre la particula, la
aplicacion de la 22 ley de
Newton permite determinar
su estado en cualquier
instante de tiempo, a partir
de las condiciones iniciales.




Repaso de vectores

—

OPERACIONES BASICAS /

1) SUMA DE VECTORES

Dados V, eE, y V, €k,
la SUMA v, +V, € E,

2) MULTIPLICACION POR UN ESCALAR

« COMBINACIONES LINEALES

DadoreR,yVeE,
rvekE,

LV, +rV, e E,



3) PRODUCTO ESCALAR \_/’

—

V, -V, =|V, ||V, |cosé&
propiedades:

vV V. =V..V. (conmiitativo)
v1 '2 '2 ') \VVI inni | 9\ &, @ S | VI




BASE ORTONORMAL ~ ~
ei * e

i)

y €5 \—/’ i LAS COMPONENTES
DEPENDEN DE LA BASE!

V=rg +TI,E, +TI,E,
siendo r. =V-&

2
g, a =ae +a,e, + a,e,
b =Db,E +Db,E, +Db,E,
3
a-b=ab +a,b, +ab, => ab,
1=1
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Los Postulados de la Mecanica Cuantica

Postulado 1: La descripcion del estado cuantico.

Postulado 2: La descripcion de las magnitudes
fisicas.

Postulado 3: Resultados de las medidas.

Postulado 4: La medida. El colapso de la funcion de
onda.

Postulado 5: Probabilidades de los resultados.

Postulado 6: La evolucion cuando no se producen
medidas (ecuacion de Schrddinger).



Postulado 1: La descripcion del estado cuantico

+
El estado de un sistema cuantico S esta

representado por la funcion de onda.

Para una particula cuantica en el eje OX, la funcion de onda
depende de x y del tiempo t. La funcion de onda es una
funcion compleja de variable real.

w(x,1)eC
XeR



El espacio de las funciones de onda

m Las funciones de onda (estados) de un sistema tienen estructura de
espacio vectorial, donde los escalares son numeros complejos (Espacios
de Hilbert).

= La superposicion de dos funciones de onda es otra funcion de onda.
+

= Una base del espacio es un conjunto de vectores (funciones de onda) a
partir del cual se pueden expresar todas las funciones de onda del sistema.

m En este espacio, se define un producto escalar de vectores (funciones
deonda): (@)= f (x)g(x)dx

f(X)X© 9(x) =(g(x) ©f ()

= La norma de una funcion se define como la raiz cuadrada del producto
escalar de la funcion por si misma: P )
[£00 =[] f 00 dx

f (x) normalizada = || f (x)| =1
m Las funcién de onda que representa al estado del sistema debe estar

normalizada (ver postulado 5).




Operadores

Of (x) = g(x)
_|_

Ejemplos: Autovalores y autofunciones

,\:A identidad N
O = | (identidad) AfiA(X) =a fiA(X)

If (x) =  (x)
0=0 (operador nulo)
0f(x)=0
~ d Autofuncion o funcion propia
= & (autovector) !

Autovalor o valor propio

Of (x) = f'(x)
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Postulado 2: La descripcion de las magnitudes fisicas

" A cada magnitud fisica asociada al
sistema le corresponde un operador.
Magnitud : A ——  Operador: A
Para una particula en el eje OX:
X — X
% hz 62
X = Ec > E. =-
w(X) =xy(X) T T o
. h 0 5 )
Py = prTa_ E.(X) > Ep = Ep(X)
h I@ ' A s a h? o .
ﬁxW(X)=T—W E:EC+EP—>E:EC+EP=—2m 8X2+Ep(x)

| OX



= El conjunto de funciones propias de cualquier operador que representa a
una magnitud fisica del sistema constituye una base ortonormal.

f,"(x) ® fjA(X) = 0;;

m Por tanto, cualquier funcion de onda (estado) del sistema se puede
expresar mediante combinacion lineal (superposicion) de los
elementos de la base.

w(X) =C, flA(X) +GC, sz(X) T = Zci fiA(X)

= La condicién de normalizacién implica que:

HW(X)H =1= jw*(x)w(x)dx 1= Z\ci \2 =1



Postulado 3: Los resultados de las medidas

Cuando se mide una magnitud fisica de

T un sistema cuantico, los unicos valores

gue se pueden obtener son los valores

propios del operador correspondiente a
dicha magnitud.

f.A v A f A(\,

A ALY — Y © aeR
Al (X)=a 1. (X) ; ad eR

Resultados posibles al medir: d;, A,y vovuvnennnnn. , d

13



Postulado 4: La medida. El colapso de la funcion
de onda.

Si sobre un sistema cuantico se mide una
magnitud fisica, la funcion de onda
Inmediatamente después de la medida es
la autofuncion correspondiente al autovalor
gue se ha obtenido en la medida.

Af A A :
AfA(x)=a f"(x) ; aeR
Resultados posibles al medir (Postulado 3):
Ay Ay oy e .., a

Si se obtiene, al medir en el estado W(X1 tc;) , el valorak ,
entonces el estado inmediatamente después de la medida

es (Postulado 4): N A
v (X 1) =1, (X) .

+

n



Postulado 5: Probabilidades de los resultados

La probabilidad de obtener (en la medida)
el valor propio a; de la magnitud A, es
igual al cuadrado del mdédulo del producto
escalar de la funcion propia
correspondiente a dicho autovalor, por la
funcion de onda que representa al estado
del sistema (inmediatamente antes de la
medida).

P(a;) = f.”(x)ow(x) B




= EJEMPLO
a Estado en el instante t ¥ (X, 1)
= Magnitud A
= Operador asociado A
m Autovalores y autovectores A fA(x)=a fA(x) , i=12,....n
= Probabilidades:
P(a;) = £, (x) ey () [
m Si el estado esta expresado en la base de autofunciones de la

magnitud que se va a medir, las probabilidades de los distintos
resultados son los moédulos al cuadrado de los coeficientes del
desarrollo. P(a)=|c |2

w(x)=c, f, () +¢, f, (X)) +.. = Zp(a) Z|C| _q

Veamos un ejemplo grafico del colapso para n=2. Este ejemplo tiene solo un ObjetIVO
pedagogico, pero no se puede asociar un vector en un espagio real bidimensional, a un
vector de un espacio de Hilbert bidimensional.

sz(X) “ W (X)

MEDIDA .
a ' (X) = flA (X)

16
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Postulado 6: La evolucion cuando no hay medida

La evolucion temporal del vector de estado del sistema
1 cuando no se producen medidas esta dada por la
ecuacion de Schrddinger

L0y =
1h——=E
o

E es el operador que representa la energia total del sistema.

Si el estado inicial se expresa en la base de la energia,

w(X,t=0)= Zci fE(X)=c fE(X)+c, f,7(X) +........
IéfiE(X) =Ef"(x)
entonces, la resolucion de esta ecuacion da lugar a:
E;t Ejt L Ept

p(x)=Yce " fE)=ce " fE(x)+ce " fF(X)+...
j



* En un sistema cuantico las probabilidades
asociadas a los autovalores de la energia no
dependen del tiempo.

+

p(E,.t=0)=[c, |

p(E, t) =

C.€E

n

iE, t
h

2 : :
IEt N IEt

i ot n o —
= (0 O o

‘2



Sistema S

Estado de S . Funcion de onda
Magnitud fisica “A” de S . Operador A
;Qué podemos obtener al medir “A™? ,Uno de los

autovalores

¢Qué nos proporciona la funcién Las probabilidades de

de onda? =
105 AULOVAIOIES
¢, Como cambia el estado del Colapsa a la funcion
sistema en la medida? " propia correspondiente

¢ Como evoluciona el estado al valor obtenido

cuando no se mide? > Ecua.c.;pn de
Schrddinger

19



Valores medios

Supongamos que realizamos un gran numero de experimentos, donde se
mide, siempre en el mismo estado cuantico, una magnitud.

w(X) M medidas A—> A
+
a, = N, veces,
a, —> N, veces, ZNi:M
a, — N, veces,
« PROBABILIDADES Y VALORES MEDIOS
N. n n N.
Experimental p(a)=— ; <A> = Z ap(a)= Z a —-
M = 7 M
Predicciones de la Mecanica Cuantica )
2
Postulado 4 - P(A=a)=|f "evx| (A)=2aP(@)
i=1

n n 2
Si W(X):Zci fiA(X) g <A>=Zai‘ci‘
e i=1

20



Mide cuanto se desvia de la media el resultado de las distintas

Dispersion medidas.

AL Ja—(m)?) = (A2 +(A) —2(AY(A) = [ A?) ~(A)’

Si el estado cuantico de un sistema es el vector propio
correspondiente a cierta magnitud A, entonces se puede
predecir con certeza el resultado de la medida de A
sobre dicho estado. Este resultado sera el del valor
propio correspondiente a dicho vector propio.

En esta situacion, la dispersion vale cero.

21



El Principio de incertidumbre de Heisenberg

El conmutador de dos operadores se define como:
+ [AB]= AB-BA
Los operadores conmutan cuando satisfacen la relacion:

N\

[A,B]=0= AB =BA

RELACION DE INCERTIDUMBRE
Magnitudes Ay B

Operadores

)

A AAAB >

El producto de las dispersiones asociadas a la

Estado del sistema 4 (X) medidas de dos magn/tudels en un estado cuantico,
es mayor o lgual que el modulo del valor medio de/
conmutador de los operadores que las representan,
aividido por 2.




Ejemplo: Para una particula cuantica en el eje OX, el
conmutador de los operadores posicion y cantidad de
movimiento no es nulo. Por tanto, ambas magnitudes no
pueden tomar valores definidos simultaneamente.

+

X — X . ~h O h O .
o [X, pX]f(X)—X(T&jf(X)—T&Xf (X)
px—)ﬁxzzg :zxf'(x)—éxf'(x)—zf(x):ihf(x)
| OX | | |
(0= |
[X, p, 1=

|

h
AXApP., > —
Py 5




Magnitudes compatibles e incompatibles

Magnitudes Ay B Operadores A

~

B
Magnitudes Compatibles

Si se miden de forma consecutiva, y “simultaneamente’, primero A, B
despues, y en tercer lugar A, el resultado de la primera medida coincide con
el de la tercera.

Magnitudes Incompatibles

Si se miden de forma consecutiva, y “simultaneamente’, primero A, B
despues, y en tercer lugar A, el resultado de la primera medida, en general,
no coincide con el de la tercera.



Teorema de compatibilidad

m Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Ay B son compatibles.

2. Los operadores asociados a dichas magnitudes
conmutan.

3.  Sus operadores poseen una base comun de
vectores propios.

Para Magnitudes Incompatibles:
1. Ay B son incompatibles

2. Los operadores asociados a dichas magnitudes
no conmutan.

3. Sus operadores no poseen una base comun de
vectores propios.



MAGNITUDES COMPATIBLES

MagnitudesAy B Af,A(x)=a,fA(X)

Operadores A 'f‘sz(X) =a,f, (X)
T 5 BE=nA0)
Bf 2(x) =b, .2 (x)

flA(X) - le (X)

[A,B]=0—

) AY
R LX) = £,2(X)

Si el valor de la magnitud A se puede predecir con certeza, tambien se puede
predecir con certeza el valor de la magnitud B.



2) Se mide B: se obtiene
A __¢8B con certeza el valor b,
fl (X‘) B fl (X) 3) Se mide A: se obtiene
con certeza el valor a,

- 1) Se mide A: hay probabilidad no nula de
' (X)
obtener a, y de obtener a,. Supongamos
que se obtiene a,

v (X)

A0 = £2(X)

Si se miden de forma consecutiva, y “simultaneamente’, primero A, B
despues, y en tercer lugar A, el resultado de la primera medida coincidira con
el de la tercera. En este caso, /a sequnda medida no modifica el estado que
se produce tras la primera mediaa.



£2(x)

MAGNITUDES INCOMPATIBLES

A AN

[A,B]#0= AB = BA 2) MEDIDA DE B

3) MEDIDA DE A
RALCH 0 A%

1) MEDIDA DE A
y (X) >

le (X) w'(X)

1A ) 1)

w' (X

Si se miden de forma consecutiva, y “simultaneamente’, primero A, B
despues, y en tercer lugar A, el resultado de la tercera medida, en
general, no coincidira con €l de la primera. En este caso, la seqgunda
medida destruye el estado que se produce en la primera medida.
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El bit cuantico (qubit)

INFORMACION

CLASICA: EL “Bit”

INFORMACION
CUANTICA: EL
“Quantum Bit”

A
1>

|y >

El conocimiento que se adquiere a partir de la medida
esta ligado a la péerdida de la superposicion.

> |O>

s

0

\

Medida del qubit J\) ﬁj——’
Si se obtiene el valor 1

1

A
1>

lw>=a|0>+F]1>

Base computacional

> |O>

PCOYaf ; PCT) = AP

ly'>=1> ly'>=0>

Si se obtiene el valor 0

'l



= En Fisica Clasica es posible, en principio, espiar un sistema de
distribucion de clave sin que se enteren emisor y receptor.

= Distribucion de clave cuantica: el postulado del colapso
permite detectar si un espia ha intervenido.

m El Teorema de Compatibilidad ha tenido aplicaciones recientes
en protocolos de Criptografia Cuantica (ej. Protocolo BB84).

= El uso de medidas incompatibles permite generar una
secuencia secreta de bits entre dos partes.

= Mediante el uso adicional de canales de comunicacion
clasicos, es posible detectar la presencia de un espia y, en
este caso, abortar el proceso de distribucion cuantica de
clave.

= Si no ha habido espionaje, la clave generada entre emisor y
receptor es secreta con seguridad.



CRIPTOGRAFIA CUANTICA

Alicia y Blas tienen que compartir una CLAVE SECRETA, pero ¢,quién nos
asegura que mientras se estaban comunicando dicha clave, un espia no

esta_ltza “pinchando” la comunicacion?

Aliciaé /Q/%i@

(Emisor)-

CRIPTOGRAFIA CUANTICA
)

MEDIR ES PERTURBAR

!

Esta perturbacion puede ser detec-
tada por Alicia y Blas, percatando-
se de la existencia de un espia y
cortando la comunicacion.
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PROTOCOLO BB84 de Criptografia Cuantica

(1) Alicia PREPARA, de forma aleatoria, fotones en las bases

©={|H>[V>} y®={|H">|V'>} ylos ENVIA a Blas.
T 0

A |V>

H> 1

0o v

. > [H> 1

(2) Para cada foton que recibe, Blas MIDE su polarizacion,
aleatoriamente en la base @ o0 en la base ® Alicia (Blas) anota
la secuencia de bits que envia (recibe) y las bases utilizadas.

o 0 &)
0 = L)

ALICIA Bl 32




o 0o )
S O ®
O ~_ 7
ALICIA g
50% de probabilidad de obtener “0”
50% de probabilidad de obtener “1” O
MEDIDA

(3) Blas ANUNCIA PUBLICAMENTE la BASE qgue utilizo para
cada medir cada fotén. NO DICE EL RESULTADO OBTENIDO.

(4) Alicia ANUNCIA PUBLICAMENTE la BASE que utilizé para
preparar cada foton.

LOS RESULTADOS ESTARAN PERFECTAMENTE CORRELACIONADOS
CUANDO USARON LA MISMA BASE, Y PERFECTAMENTE
DESCORRELACIONADOS CUANDO USARON BASES DISTINTAS. &



(5) Alicia y Blas se quedan solamente con los bits
correspondientes al uso de la misma base.

T p
(6) AUTENTIFICACION: Alicia y Blas anuncian publicamente

parte (aleatoria) de los resultados guardados. SI SON TODOS
IGUALES, entonces no ha habido intercepcion por parte de un
espia.

(7) En tal caso ya tienen una clave secreta, a partir del resto
de los resultados guardados.

(8) Pero si los resultados que anuncian no coinciden en su
totalidad, entonces ALGUIEN HA INTERCEPTADO LOS
QUBITS EMITIDOS POR ALICE, ES DECIR, LOS HA MEDIDO
“DESTRUIDO”,

34



© 0 N O ol W N B

=
o

Qubit eviado

por Alicia

vV >
H>
H’>
V >
V>
H>
V>
V>
H >
|V >

ALICIA

Valor del
bit

O r OO R O O - —» O

por Alicia

P PRIPDPDRIPRD P

BLAS

Base usadal Base usada

por Blas

D RO ORDDD X

Resulatado
obtenido
por Blas

0

o O O o O O Pk Bk

Discusion
publica

NO

OK
NO
OK
OK
NO
OK
OK

NO
OK

Autenti-
ficacion

(0,0) SI

(0,0) SI
(0,0) SI

CLAVE
SECRETA
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~N O 01 B W NP

O OO

=
o

Qubit eviado
por Alicia

V>
H>
H’ >
V >
V>
H>
\v/>
V’'>
H>
V>

Como consecuencia de la intercepcion del espia, se aborta el

ALICIA

Valor del
bit

O r O 0O b OO0 - +—» O

Base usadal Base usada

por Alicia

)
)
®
S
®
S
S
®
S

D

BLAS

por Blas

D ORD ORDDD

Resultado
obtenido
por Blas

0

o O O O r —r O kL, O

proceso de distribucion cuantica de clave.

Discusion
publica

NO
OK
NO
OK
OK
NO

NOK

\JI1I\

OK
NO
OK

Autenti-
ficacion

(1,0) NO

(0,0 S|
(0,1) NO

A~~~

~
o ©
==
S N
w WU
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